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RESUMO

Os problemas de aplicacbes de derivadas envolvem conceitos matematicos hoje considerados
exclusivos do ensino superior. Problemas como a determinagdo do volume maximo de um
paralelepipedo reto-retdngulo, ou a determinagdo do ponto maximo para a fungdo lucro de
determinada produgdo de uma fabrica, que aparecem na disciplina de Calculo I. Foi o que se
procurou resolver na elaboracdo deste trabalho, sem deixar de oferecer problemas possiveis de
serem apresentados ainda na escola basica. O problema da determinagéo da figura de maior area, a
partir das possibilidades de representagdo de um retangulo, foi incluido com o intuito de motivar
alunos e professores a explorarem a logica dedutiva da matematica, sem requisitar ainda do aluno o
conceito de derivada. Desta forma, este trabalho pretende tanto demonstrar as potencialidades de
aplicagédo da derivada como aplicar a matematica do ensino basico de maneira a alcancar resultados
praticos e igualmente satisfatorios.
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1. INTRODUCAO

O presente texto € uma formalizacdo do resultado apresentado na disciplina de
Calculo | do curso de Licenciatura em Matematica do IFSC, turma 2024.1, em que
procura-se responder a algumas questdes de aplicacbes de derivadas, em particular ao
problema do volume maximo de um paralelepipedo reto-retdngulo. Partindo da sua
planificacdo e a dobradura de uma folha A4 sera feita a montagem da caixa de volume
maximo (sem tampa). O leitor também terd a oportunidade de acompanhar o
desenvolvimento de um problema relacionado, da geometria plana, que discute a area
maxima de um retangulo, com o uso exclusivo dos conceitos da matematica vistos na escola
basica. Também é possivel acompanhar o video da apresentagdo na semana académica
2025, organizada pelo IFSC, e que esta disponivel em nossas referéncias.

2. METODO

O método utilizado neste documento é o légico-dedutivo, que permite chegar a
conclusdes verdadeiras a partir de premissas verdadeiras. A metodologia empregada
durante o processo de resolucdo deste problema foi através do dialogo mantido durante e
apos as aulas da professora Marleide Coan Cardoso. Dessa forma, a classificagao referente
a metodologia do trabalho enquadra-se na “problem based learning”, em outras palavras, a
metodologia do aprendizado ativo.

3 RESOLUCAO DE PROBLEMAS MAXIMAIS SOBRE VOLUME E AREA
3.1 Problema da caixa de maior volume
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Para iniciar vamos considerar o problema proposto pela professora Marleide Coan
Cardoso:

“Cada grupo organizado no primeiro encontro, com suas respectivas

dimensobes de folha e com a folha A4 deve construir uma caixa sem tampa

em cada folha, dobrando os 4 cantos de cada folha de maneira que esta

tenha volume maximo, ou seja, garantir que o volume da caixa seja o maior

possivel com tais dimensdes de folha.”
Nessa primeira etapa, o desafio era considerar a medida que seriam dobrados os

lados da folha, conforme a figura abaixo, que permitiria a construgdao de uma caixa com
volume maximo. O que equivale a dizer, determinar a medida do lado x, confira a seguir:

C H K D Passo 1) Interpretagdo do problema e de seus dados:
Dimenséo da a folha A3 dobrada ao meio: 210mm x
J ' L M 297mm;

Passo 2) determinar a fungdo Volume em relagédo a
variavel h, altura, pela figura ao lado, em que os
lados da folha serdo dobrados em uma distancia “x”,
que valera a mesma altura da caixa. Usaremos a
297mm letra x como variavel, por facilitar os célculos. Entéo a
expressao para area da base é
—o ® A férmula de volume para o solido geométrico é dada
[ ]
®

por:V = Ab.h
x Passo 3)Ab.h = (210 — 2x)(297 — 2x)x = V(h).
Multiplicando,
210mm (210.297 — 210.2x — 297.2x + 2x.2x)x
Fazendo a redugao de termos semelhantes,
obtemos:(4x®> — 1.014x + 62.370)x
Pela distributiva, V(h) = 4x* — 1.014x* + 62.370x

Obtivemos um avancgo significativo na compreensdo do problema ao traduzirmos
toda a situacao-problema para a linguagem matematica. A partir daqui, o conceito de
derivada sera decisivo para a nossa tarefa de determinar o tamanho de “x”, lado do
quadrado, ou, o que é o mesmo, a altura “h” da caixa montada.

Inicialmente, utilizaremos o operador de derivacdo para fazer o tratamento do
polinbmio, e depois apresentaremos o teorema que permite descobrir o valor que maximiza
o volume na primeira equagao.

Passo 4) Derivar a funcao V(h). Aplicacao da regra da poténcia, observe como a
regra reduz o grau das poténcias por 1 e multiplica cada coeficiente pelo expoente original:

V'(h) === (4x° — 1.014x + 62.370x)

V() = 4.3 + (— 2).1014x° " + 1.62.370x '
V'(h) = 12x* — 2.028x + 62.370
Antes de proceder ao proximo passo, enunciamos o teorema que nos garante a
existéncia de um ponto critico (maximo ou minimo) para a fung¢édo volume. De acordo com
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nossa bibliografia referenciada (Costa e Guerra, 2009): “Teorema 5.1. Seja f uma funcgéo
derivavel em x,. Se f tem um méaximo ou minimo local em x,, entdo f (x,) = 0”. Procedemos
entdo a resolugdo de uma equagéo de segundo grau:
12x* — 2.028x + 62.370 = 0
Por Bhaskara, A = (— 2.028)* — 4.12.62.370
A =~ 1.057, 8 (aproximando para uma casa ap6s a virgula)
x;= (2.028 + 1.057,8) + 24 = 128,58mm
X,= (2.028 — 1.057,8) =+ 24 = 40,4mm

A raiz x, = 128,58 sera desconsiderada ja que o valor do menor lado da folha € 210mm e
assim, 210 < 257,16 = 2.(128,58), portanto nao teria papel disponivel para dobrar.

Recorremos aos mesmos autores (Costa e Guerra, 2024) para esclarecer que,
entretanto, nossa suposi¢cao de que x,=40,4 seja ponto de maximo pode ndo ser verdade:
“O teorema afirma que, se a fungao f é derivavel em um ponto onde ha um
maximo ou minimo da fung¢do, entdo neste ponto f '= 0. Esta é uma
condicdo necessaria, mas nao suficiente para ocorréncia de maximo ou
minimo no ponto. Como exemplo, a fungéo f(x) = x°, que tem zero em um
ponto que ndo é de maximo nem de minimo. (...) Outro caso possivel de
ocorrer é aquele onde uma fung¢do nao é derivavel num dado ponto (p.156).”
Para completar a verificagdo de um ponto de maximo local, nos valemos do teste da
derivada segunda, a seguir:
Passo 6 (final): Consideremos a raiz x, = 40,4mm.
Sendo V’'(h) = 12x* — 2.028x + 62.370,
Pela regra da poténcia, V"’'(h) = 2.12x* — 2.028.1 + 0
Fazendo a converséo, 40,4 mm = 4,04cm e,
V7'(4,04) = 24.(4,04) — 2.028 = — 1.931,04.
Por ter sinal negativo no teste da derivada segunda, segue que h = 4,04cm é ponto
de maximo local. Devido a ressalva anterior, € saudavel obter o grafico da fungao, antes de
avancar a préxima resolucéo de problemas.
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Na figura: Y 4uice=4,042...
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Vamos provar que o quadrado € o
retangulo (pela classificagdo dos quadrilateros)
que retorna area maxima, a partir da figura ao
lado, recriada com Geogebra de nossas
referéncias (Oliveira, 2009). Acompanhe de
maneira ativa, vendo cada passo e tentando
realizar as contas por si mesmo, depois passe ao
préximo passo.

Sabemos da formula para encontrar a area
de um retangulo, entdo partimos disto: A = xy .
Para nosso propdsito, sera interessante utilizar
para medida de area os segmentos b e c. Isso
porque ganharemos as relagbes decorrentes da
aplicagao do teorema de Pitdgoras. Assim,

Na figura, x = 2b, y = 2¢, a é a hipotenusa
A = 2b.2c
Sabemos pelo Teorema de Pitagoras que:
=+ =b—a?>c=+b—ad®
Logo, substituimos “c” na férmula da area A,
A = 2b.2.(\/b* — a?)

Nesse momento, procedemos elevando ao quadrado ambos os lados da equacéo,

para retirar da raiz.

A% = 4b*. 4(b* — a®)
Aplicando a distributiva,
A% = 4D2. (4b® — 4a?) = 16b" — 16a%h?

Utilizamos o artificio, ensinado no tépico de equagdo biquadrada, b* = ke

substituimos, a fim de reduzir o grau do polinbmio ao multiplicar:
A? = 16k* — 164’k (Equacio da area elevada ao quadrado)

Para o préoximo passo, vamos utilizar uma fatoragdo que o leitor deve reconhecer

como o método para resolver equagdes de 2° grau chamado completamento de quadrados.
Temos A* = 16k* — 16a’k = — 16a*k + 16k*
relacionando com (a — b)?, para que asejakeb, aTZ

Como (a — b)* = a®> — 2ab + b? entdo para nossa equacio vale:
2

A? =— 16a*k + 16k*, comparemos com [— 16(k —aT)Z]

desenvolvendo [— 16(k —aT)Z] = —16(k* - 2 “;k + aT)

Mas (16k* — 16a%k) # (— 16k? + 16a%k) — 4a", o0 Gltimo termo esta "sobrando"
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No fundo, uma boa maneira de visualizar este método é pensar como somar zero a
~ . . . 4 . .
equacgao anterior, e garantirmos isso somando o seu oposto + 4a na igualdade acima:

2 = (- 16Kk? + 16a%k) — 4a" + 4a" =— 16k* + 16a%k + 0
Tendo justificado o porqué do termo ter sido acrescentado, sera importante visualizar
0 que acontece com os termos da equagao a partir dessa forma:

2
A% =— 16(k — aT)Z + 4q* (Equacgio da area elevada ao quadrado)

Como o coeficiente do primeiro termo € um ndimero negativo, podemos assumir que
seu valor sera maximo quando o termo que ele esta multiplicando for nulo. E vem a
pergunta-chave: para que valor essa diferenga se anula?

2 2
a a
k -5 = 0, somente sek ==

Mas k representa o lado b elevado ao quadrado:

b* =-, eportanto: b = f\/aTz = %
Por ultimo, desfazendo a substituicdo que tinha sido feita, podemos relacionar ambos

os lados do retangulo para retirar a hipotenusa “a” da nossa equacao:

e W B e e

Portanto, para b e c amedida é a mesma, b =

ﬁ

Basta ver que, se chamarmos de “I” estas medidas, é imediato que A = [*. Na
geometria plana, a figura que é formada por um retangulo de lados iguais ganha o nome de
quadrado. E assim, como queriamos demonstrar “o quadrado é o retangulo que retorna area
maxima”.

“Iu

4. CONSIDERACOES FINAIS

Os problemas oferecem uma oportunidade de comparagdo dos métodos para
resolucao da area/volume maxima(o), em relagéo a figuras planas e espaciais. Nao ha aqui
qualquer referéncia a um método de calculo por derivadas quanto ao problema do retangulo
de maior area, o que justifica sua utilizagdo em planos de aula no ensino médio.
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Link para apresentacdo na semana académica 2025 (a partir de 2h 34min):
https://www.youtube.com/live/CxHar0YebmU?si=wPbvgl887HeKXKn7
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