Usando equacdes diferenciais para analisar deflexao de viga fina
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Resumo: A deflexdo pode ser vista como a deformacgdo sofrida por elementos estruturais, como vigas,
devido a algum carregamento perpendicular a barra, existem vérias maneiras de se amenizar essa
deformacéo, cabendo ao projetista a escolha do método mais viavel. O estudo da deflexdo por meio do
método da linha elastica remete ao estudo das Equacbes Diferenciais. A linha elastica tem seu
comportamento dependendo das caracteristicas da barra, como os carregamentos a ela aplicados. A
depender do tipo de carregamento, aumenta-se a complexidade para a andlise da deflexdo, uma barra
submetida a mudanca de carregamentos é descrita por mais de uma funcédo, subdividindo-a em varios
segmentos. O objetivo deste trabalho é mostrar uma aplicacdo das Equacdes Diferenciais a analise
estrutural, mais especificamente a deflexdo de vigas, visando um melhor entendimento dos recursos e da
aprendizagem das Equagdes Diferenciais através da utilizagcdo da mesma no comportamento de estruturas.
Assim, realizou-se o estudo de uma viga biapoiada que possui seus pontos de apoio posicionados nas
extremidades da mesma e um carregamento pontual ao longo de sua extensdo, onde apresenta-se as
deducBes matematicas das Equacdes Diferenciais que modelam esses fendmenos. Por fim, por meio das
equacdes deduzidas, resolve-se um problema aplicado e determina-se a deflexdo méaxima dessa viga.
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1 INTRODUCAO

A determinacdo da deflexdo sofrida em elementos estruturais de barra, como
vigas ou colunas, é de grande importdncia, uma vez que esses elementos estdo
presentes em diversos tipos de estruturas na construgao civil, cujo “as especificagées de
projeto de uma viga geralmente incluem um valor maximo admissivel para sua deflexao”
(BEER, 2008, p. 550), e estas devem ser determinadas para os esforcos e condicdes de
uso a qual seréo submetidas..

Para a determinacao da deflexdo em quaisquer pontos dos elementos de barra,
deve-se determinar a equacéo diferencial linear de segunda ordem que descreve a linha
elastica e caracteriza o formato da barra deformada (BEER, 2008).

Na maioria dos elementos de barra a linha elastica pode ser tracada de
maneira relativamente simples, porém, deve-se ter conhecimento sobre o comportamento
da estrutura, com base nos tipos de carregamentos aplicados e o tipo de apoio
empregado, 0 que caracteriza o comportamento da inclinacdo ou deslocamento da barra
(HIBBELER, 2010).

O presente trabalho tem por objetivo solucionar deflexdes em elementos
estruturais de barra por meio da formulagdo de uma equacao diferencial ordinaria (EDO),
para a obtencdo da linha elastica, demonstrando por esse, como o estudo das EDO’s
pode ser aplicado a teoria das estruturas.
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2 METODOLOGIA

O presente trabalho foi realizado com base em pesquisa bibliogréafica. Assim,
apresenta-se uma viga isostatica submetida a um carregamento e as consideragdes
feitas, durante o processo, para obtencédo da deflexdo da mesma. Além disso, obteve-se
as Equacdes diferenciais para cada tipo de deflexdo. Por fim, aplica-se valores numeéricos

para analise da equacao da linha elastica.

3 RESULTADOS

3.1 Equagdes Diferenciais da Curva de Deflexao

Quando se tem um elemento estrutural com um eixo longitudinal reto (vigas por
exemplo) e submetidos a carregamentos de maneira ortogonal ao sentido longitudinal da
barra (forgas laterais), a deformagéo gerada por esses carregamentos gera uma curva de
deformacgéo, chamada de curva de deflexao.

Apesar de apresentar grande importancia por si s0, o estudo da linha elastica e
da deformacdo em elementos de barra, é essencial para outros aspectos na teoria das
estruturas (NETO, 2017):

¢ A resolucdo de estruturas com grau de hiperestaticidade, onde as equacdes
da estéatica ndo séo suficientes para a obtencéo dos esforcos internos;

¢ O estudo da estabilidade de estruturas formadas por barras esbeltas;

e Verificacdo da seguranca em relacdo as deformacbes excessivas da
estrutura;

¢ A analise das vibracdes.

O estudo da deflexdo da barra parte de alguns principios, os quais devem ser
atendidos para realizar a andlise da deformagdo da barra. Segundo Neto (2017), as
hipéteses que devem ser consideradas sao:

I as deformacdes, as rotagcbes e o0s deslocamentos devem ser
pequenos, para que as equacdes de equilibrio possam ser escritas na configuracao

indeformada da estrutura;



il. o material da barra € homogéneo, isotropico e elastico linear,

ii. a barra tem eixo reto na configuragao indeformada e a variagcao das
dimensdes da secéo transversal é pequena ao longo da barra;

V. as secdes transversais permanecem planas e perpendiculares ao
eixo deformado da barra (hipotese de Navier).

Em decorréncia desses fatores, surgem valores para a deflexdo e para o
angulo formado por ela, em relacdo ao eixo inicial da barra, uma vez que “em decorréncia
da hipotese de Navier, os planos das secdes formam um éangulo d6 e as fibras
longitudinais formam arcos concéntricos apés a deformagao” (NETO, 2017, p. 04).

A equacédo que descreve o comportamento da linha elastica € dada pela Eq.

d’y  M(x)

dx? El
Ao realizarmos duas integra¢ces sucessivas, conduz a rotacdo em cada secao
(6 = dy/dx), e a deforma do eixo da barra (y = V(x)), (GOMES, 2009). Sendo y a medida

da deflexdo da barra, M(x) o momento fletor, E 0 mddulo de elasticidade do material e I 0

(1)

momento de inércia da secdo transversal. O produto entre o0 modulo de elasticidade e o
momento de inércia, pode ser chamado de produto de rigidez a flexdo (NETO, 2017).
Desta forma, quanto maior forem seus valores, menor serd a deflexdo sofrida pela
estrutura.

Quando todos os pontos da barra seguem valores de momento fletor descritos
por uma unica funcdo M(x), a inclinacdo 6 = dy/dx e a deflexdo y em qualquer ponto da
barra podem ser obtidas através de duas integracdes sucessivas. No processo de
integracdo surgirdo duas constantes, as quais deverdo ser determinadas a partir de
condi¢cBes de contorno referentes ao grafico da deformacéo e suas propriedades (BEER,
2008).

Quando ha uma descontinuidade na fungdo do momento fletor M(x) para
diferentes segmentos da barra, ou seja, quando a barra apresenta mais de uma secéo de
analise dos esfor¢os solicitantes internos caso haja necessidade de diferentes funcbes
analiticas para representar o momento fletor nas varias partes da viga, serdo necessarias
também diferentes equagdes diferenciais, que nos levardo a diferentes func¢des definindo

a linha elastica nas varias partes da viga (BEER, 2008).

3.2 Viga Biapoiada com Variagao de Momento Fletor



O modelo de viga apresentado na Figura 1, possui seus pontos de apoio
posicionados nas suas extremidades e possui um carregamento pontual aplicado ao
longo de sua extensdo. Desta forma, surgem duas secfes para a analise da equacéo da

linha elastica e quatro constantes advindas do processo de integracao.

Figura 1 — Esquema geneérico de viga biapoiada com carregamento pontual
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Fonte: Os autores.

As reacdes dos apoios A e B sao dadas em funcdo das medidas a, b e L, e do
carregamento pontual P. Por haver mudanca de carregamentos na extensdo da viga,

surgem duas sec¢des de analise, onde sera verificado a equacdo do momento fletor M(x)

em cada uma delas.

M =0
Pb
M1(X)=TX, 0<x<a (2)
b
Mz(x)sz<z—1)+Pa, a<x<L 3)

Substituindo a Eqg. (1) nas Egs. (2) e (3) e resolvendo as EDOs por integracao

direta, obtemos:
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As Egs (4) e (5) séo referentes aos dois segmentos da viga, descrevendo a
linha elastica em funcdo de quatro constantes de integracdo. Essas equacdes, por si S0,
ndo sdo capazes de descrever o formato da linha elastica, pois elas descrevem um
conjunto se possiveis solugdes, onde cada segmento, até entdo, ndo se encontra
correlacionado ao outro. Para correlacionar as equacdes e encontrar as constantes,
devem ser aplicadas condi¢cdes de contorno, que atribuem valores conhecidos em um
determinado ponto, 0s quais variam de caso a caso.

Desta forma, considera-se o deslocamento nulo sobre os apoios, a deflexdo e a
rotacdo no ponto em comum dos dois segmentos da viga ndo possui descontinuidade.

Obtém-se as seguintes condi¢des de contorno:

y1(0) =0 (6)
y2(L) =0 (7)
y1(a@) = y2(a) (8)
dy,(a) _ dy, (a). 9)
dx dx
Aplicando as CC (6) e (7) nas EQgs.(4) e (5), obtém-se:
l[l03+c10+czl =0=>c¢=0
EI| 6L
llp_ﬁ(é_ 1) + Pal” t3ltce=0=c = —PLZ(b —L+3a) — c3L. (10)
EI| 6 \L 2 6
Derivando as Egs. (4) e (5) e aplicando a CC (9), obtém-se:
llaz+cll=llp—az<é—1)+Pa2+cgl=>~c1=P—aZ+c3. (11)
EI| 2L EIl 2 \L 2

Aplicando a CC (8) e substituindo c, e c; na equacéo resultante, obtém-se

1 [Pba3 N N 1 Pa3 (b 1) N Pa3 N N
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Substitui-se a Eq. (12) nas Egs. (10) e (11), tem-se
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Ao obter-se o valor de todas as constantes de integracdo, reescreve-se as
equacdes que descrevem a linha eléstica, substituindo os valores de cada constante.

Pbx3 N Pa? P(a® +1*(b—L +3a))
6L ' 2 6L X 0<x<a (15)

() = —
y1(Xx = El

_ 1 [Px® (b Pax? P(a®+L*(b—L+3a)) 3
yZ()__T(Z_l) 2 6L T asx<L. (16

As Egs. (15) e (16) representam o valor da deflexdo por toda a extremidade da
viga.

3.2.1 Aplicando Valores as Constantes

Assumindo valores numéricos para os termos algébricos da equacdo da linha
elastica.

Tabela 1 — Valores adotados

ltem Quantidade
E 210 GPa
I 5.10°>m*
P 10 KN
a 1m
3m
L 4m

Substituindo os valores da Tabela 1 nas Egs. (15) e (16), obtém-se:

1 103.x° 10.12  10(1°+4*(3—-4+3.1))
yi(x) = — + X — X
210.106.5.10-5| 6.4 2 6.4
o) = 1 [5x3 35 0<r<1 7
1) = T0500| 72~ 2 | =Xs (17)
() = 1 10.x3 (3 ) 10.1.x%2  10(1% +4?(3 -4 +3.1)) N 10.13
Y2l X = 510106.5105| 6 \4 2 6.4 T
_2 g2 22 ] 1<x<4 18
Y, (x) = 10500 x + 5x x+3 (18)

Na andlise de estruturas busca-se os maiores valores de solicitacdes, e

deformag0des, para as estruturas. Para obtencdo do ponto de maior deflex&o, utiliza-se



da teoria de maximos e minimos, onde os maximos referem-se a deflexdo positiva da
viga, e 0s pontos de minimo referem-se aos pontos de maior deflexdo negativa da viga.
Para obtencdo do ponto de maior deflexdo diferencia-se a equacao da deflexdo, e

iguala-se a mesma a zero, fazendo analogia a inclinacao (ou rotacédo) naquele ponto da
viga.

x? N X 11
8400 1050 8400
Calculou-se apenas o segundo segmento devido a tendéncia da deformac&o mais

!

Y2 ==

=0= x=4—-V5=1,7639m (19)

significativa ocorrer de maneira centrada, porém todavia, a teoria de maximos e minimos
pode ser aplicada a todos os segmentos da viga, sendo os valores da maximos e minimos
agueles que se encontrarem dentro do dominio do segmento. Ao aplicar-se o valor obtido

em (19) na Eq. (18), obtém-se o maximo valor de deflex@o

55
,(1,7639) = — = (1,7639)% + 5(1,7639)% — —.(1,7639) + ]

10500 [
y2(max) = —0,000887328 m (20)
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Figura 2 — Modelo analitico da viga

Fonte: O Autor (Ftool)

Portanto, a deflexdo méaxima para o exemplo proposto é de —0,000887328 m, ocorrendo
em 1,7639 m do comprimento da viga (ver Figura 2).

4 CONSIDERACOES FINAIS

O estudo do comportamento da deflexdo é imprescindivel para a teoria de
estruturas, ela permite ao projetista prever as deformacdes sofridas por elementos

estruturais (como vigas) e poder combater ou reduzir tais deformacdes.



Com base na equacédo da linha elastica, para reduzir a deflexdo podem ser
adotadas algumas solu¢des. Uma delas seria aumentar o médulo de elasticidade do
material ou 0 momento de inércia da sec¢do, podendo também ser empregado alguma
técnica para reduzir o momento fletor. Podem também ser adotadas outras técnicas
construtivas, como a execucao da contra flecha, que prevé a deflexdo e se executa uma
curvatura contraria & deformacéo.

Portanto, ao realizar o estudo do comportamento de vigas percebemos a
importancia da relacdo da matematica e engenharia. Portanto, as equacdes diferenciais
permitem a analise da deflexdo por meio da integracdo direta, demonstrando assim a

aplicabilidade das equac0es diferenciais na construgao civil.
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